Enoncé 1 :

Soit f une fonction continue et positive s[lar, b].

Montrer que si]aID f (t)dt =0alors f est la fonction nulle SL{ra; b].

Remarque En remplacantf par — f , on observe que ce théoréme s’étend aux fonctonsnues de signe
constant sufa; b] :

Enoncé 2 :

Soit f une fonction continue Sl]a; b].

b b

Montrer que s]] f(t)dt] =] |f(t)|dt , alors f est de signe constant s[larb]
a a

Remarque Cet exercice utilise le résultat de I'exercicecgaent.

Enoncé 3 :

Soit f une fonction continue sua;b]. On suppose qug f2(t)dt :]: f3(t)dt :]: f4(t)dt.

Montrer que f est constante SL[a; b].

Remarque Cet exercice utilise aussi le résultat de I'exarg@récedent.
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SoitF:x - J'X f(t)dt. F est la primitive def qui s’annule en a.
Elle est croissante Sl[la; b] car f est positive.
De plus, [ (t)dt = 0donc F (b) =0

On en déduit quéd- est une fonction croissante s[a, b] tel que F(a) = F(b) = Q F est donc constante sur
[a; b] et sa derivéef est donc nulle su[ra; b].

Supposons qu§aID f(t)dt = 0. L’hypothese nous donne dorﬁéﬂ f (t)| - f(t))dt =0

De plus,| f| - f est positive et continue s{ab] donc d’aprés I'exercice précédeftt| - f est la fonction nulle
sur[a; b].

Il vient que f (t) =|f (t)] sur[a;b] donc f est positive sufa;b].

Supposons maintenant q5ﬁ:ef (H)dt<0.0na doncj:q f (t)| + f(t))dt =0.

En utilisant le méme raisonnement, on aboutit(®) = - f (t)| sufa;b] donc f est négative s{a;b).

(f 2 - f)2 est continue et positive s{a;b].
De p|us,j:(f 2(t) - £ (1)) dt = jb F4(t)dt - 2]" £3(t)dt + jb f2(t)dt =0 (par hypothése).

D’aprés I'exercice 1, on en déduit q(rbz(x) - f(x))2 =0sur [a; b], autrement ditf >(x) - f(x) = Osur[a; b].
f20-f(x)=0« fX)(f(x)-1)=0< f(x)=0ou f(x)=1

f étant continue SL{ra; b], on en déduit qu@xD[a;b], f(X)=0ou f(x)=1
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