Exercice 1 :
On considére I'endomorphisme f B dont la matrice dans la base canonique est lda®atr
11-1

A=1111
111

1) Montrer que f est diagonalisable, trouver unsebdeR® formée de vecteurs propres de f et la matrice
A'dans cette base.

2) Déterminer, pour tout appartenant &, la matrice A".

Exercice 2 :

Soit AOGL, (R) telle que :A® —3A* + 2A = Qettr (A) = 8.

Calculer le polynébme caractéristigyg.
Exercice 3 :
On note :

-1 03

A=| -32 3|0M,(R)
002

a) Diagonaliser A dard , (R)
b) En déduire 'anticommutant de A, c’est-a-dir{eM OM,; (R)/AM + MA= O}

Exercice 4 :
SoientnON", AOM , (R) telle que :A* + A® +2A% + A+ =0.
Montrer quenest pair et quetr(A) ON.

Exercice 5 :(CAPES 2009)

Soit A= (a; June matrice carrée d’ordre n a coefficients dan®n pose, pour toutl[1,n] :

r :Zn:‘aﬁ‘ etD, ={z0OC /|4 < ri}.
=1
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1) a) SoitA OC une valeur propre de A et sMtun vecteur propre de A associé a la valeur prépi@n pose :

Vl
Vo | o :
V= ouv, JC pour touti J[1,n].

\Y

n*

Montrer que pour tout entiéd[1,n], on a: |Av|<r, EQ[%QVKD

b) En déduire quet | JD,

i=1
2) Au polyndmeP(X) = X" +a_, X"™* +...+a, X +a, OC[X] est associée la matrice carré d’ordre n
notéeM , , appelée matrice compagnon de P, et définie par :

0O 0 0 .. 0 0 -a

1 0 0. 0 0 -a

01 0.. 0 O -a
M, =

O 00 ..1 0 -a,

0O 00 .. 01 -a,

c'est-a-dire la matriceM , = (m; gvec :
m, =1 sii-j=1

rnin = _ai—l
m; =0 sinon

a) Montrer que pour tout nombre complexe z, oatM , — 2zl ) = (-1)"P(2)

b) En déduire que les racines de P(X) appartiersendisque fermé de centre O et de rayon R ou

R=maay|1+[a)1+[a,|...1+[a, ]
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1) Pour déterminer les valeurs propres de f, ocutale polynéme caractéristique de f.

1-X 1 -1
P(X) =det(A-XI;)=| 1 1-X 1
1 1 1-X
En ajoutant la ligne 2 a la ligne 1, on obtient :
2-X 2-X 0 1 1 0
P(X)=| 1 1-X 1 (=2-X)L 1-X 1].
1 1 1-X 1 1 1-X
En enlevant la colonne 1 a la colonne 2, on obtient
1 0 0
P(X)=(2-X)1 -X 1 [=-X(@-X)2-X)
1 0 1-X

L’endomorphisme f d&* posséde 3 valeurs propres distinctgs= 0,1, =1etA, = 2. Il est donc
diagonalisable.

SoitE, le sous-espace propre associé a la valeur pippréetu = (X, y, z) un vecteur de®,
X 0 Xx+y-z=0

X+y=0 =—X
z

0
0 X+y+z=0

On en déduit qué, est la droite vectorielle de basg(l-10) .

SoitE, le sous-espace propre associe a la valeur pAgpréetu = (x,y,z)un vecteur de®.
X 0 y-z=0 .
UOE, = fU)=u = (f-1d)W)=0_ = (A-1,)|y|=|0| = {x+2=0 {Z: )
z 0 x+y=0 B
On en déduit quE, est la droite vectorielle de base (1-1-1).

SoitE, le sous-espace propre associ€ a la valeur pAgpre etu 22 (x,y,z)un vecteur dér’.

X 0 -X+y-z=0 N 0 0
—-X+y-z= X =
WOE, « f(U)=2u < (f -21d_)W) =0, < (A-21)|y|=|0| = {x-y+z=0 o y -
’ R R X+y-z=0 y=z
z 0 Xx+y-z=0

On en déduit qué&, est la droite vectorielle de basg  (O11)

Les vecteursu,,u, etu,sont des vecteurs propres associees a trois v@mpees distinctes. Ils sont donc
linéairement indépendants et forment une bag@’de
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Soit B'= (u,,u,,u;). Commef (u)=0_, f(u,) =u,etf(u;) = 2u,, la matriceA'de f dans la basB'est :

R3’

000
A= 0 10|.
002
1 10
La matrice de passage de la bBsgela bas®'estP=| -1 -1 1|et A=PAP™.
0 -11

2) A=PA'P et pour tout entier n strictement posith; = PA" P,
000

OnaA"=/ 010
002"

La matriceP " est la matrice de passage de la b&se(u,,u,,u, ala)baseB=(e,e,,e, )

u =¢e -e, € =Uu, +Uu, 0-11
U, =€ -6 -e < {e =—-U +u,+u,doncP*=[1 1 -1].
u, =e, +e €=U, —Uu, 1 1 0
0 10 1 1 -1
Puis,PA"=| 0 -1 2" |et A"=PA"P*=|2"-1 2"-1 1
0-12 2"-1 2"-1 1

Par hypothése, le polyndnie= X* —3X? + 2X est annulateur de A. Comnie= X(X -1(X - €&t scindé
simple dangR, la matrice A est alors diagonalisable dahg(R) et son spectre est inclus d{aﬁs,Z} .

A est supposée inversible donc 0 n’est pas valeprp de A et don§(A) [ {12}.

Le polyndme caractéristique, de A est donc de la forme (1) =(A1 -)“(A - “2)u(a,B)0 N%eta + S =6
Onatr(A)=ax1+[(x 2
+£3=6 =4
On en déduit qu :a P -7
a+23=8 L=2

Finalement,y, (1) =(A-)*(A1 - 2) .
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a) Quelques calculs nous améne a la diagonalisatioRDP *avec :

101 200 001
P=|011|,D=|020|etP*=| 111
100 00-1 10-1

b) Soit M OM,(R). NotonsN = P™*"MP. On a alors :
AM +MA=0 - PDP'PNP'+PNP'PDP* =0« P(DN+ND)P™* =0 DN+ND =0.

2 0 X
Remarquons qu’en notant |,, on aD = (O 1]. Décomposons N en blocd\ =( L

2 0yYX C X Ccy2r o
DN+ND =0 = + =0
0O -1 L vy L y\AO -1

2X 2C 2X -C
-L -y 2L -y

4X C
L -2y

C
]. On a alors :
y

=0

TR
O o O

X

L

C

y
= N=0

Or N=0 = M =0donc 'anticommutant de A .

Le polyndmeP = X* + X® +2X? + X +1est annulateur de A.
OnaP=(X*+X%+X?)+(X2+ X +1)= (X2 +1x? + X +1)= (X =i)(X +i)(X - j)(X - j?)0C[X].
P est donc scindé simple dtiet A est donc diagonalisable dais, (C). On aSp. (A) ={i,—i, I jz}.

En particulier, les valeurs propres de A sont teuiken réelles.

CommeP OR[X], les ordres de multiplicité, dans le polynbneactéristique de A, dieet—i sont égaux, et les
ordres de multiplicité dget j>sont égaux.

Il existe donda, B)ON tel que x,(A) = (-1)" (A =i)" (A +i)" (A - })F (1 - j2)
On a alors) = deg(y,) = 2a + 28 = 2(a + 5) donc nest pair.

Onaaussi(A) =ai+a(-i)+8+6°=p(j+j%) =-p (on a utilisé le fait qua+ j+j>= 0
On en déduit donc quetr(A) = SON.
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n

s Jzn;‘au Jvi| < maquijZ\aij\ <r EQ[%QVKD

kO[Ln] =

1) a) On &AV = AV donc|v| =Y a,v,
i=1

b) SoitL< j < ntel que le nombr‘ej‘soit maximal parmi lds, |, 1<k<n.
Comme le vecteuY est non nul, le nomb}vq‘est non nul.

L'inégalité précédente implique qtluﬁ‘vj‘ <r, ‘vj‘ et donc qued|<r,.

On en deéduit quel appartient au disquB, et par conséquent’] U D,

i=1
2) a) Effectuons une récurrence.

Initialisation :Pourn=1,P(X) = X +a,et M, =(a,).
On a doncdetM , - 21,) = (a, - 2) = (-1)'P(2).

Hérédité :Supposons la propriété vrai jusqu’au rang . 1
SoitQ(X)=X""+a,  X"?+...+a,X +a,. On adoncP(X) = XQ(X) +a,.

Si on développe le déterminant de la matfitg — zI , par rapport a la premiere ligne, on obtient :
detM, -2,) = (-2)detMq — 2 ,,) + (-1)"*(-a,)

On appliqgue maintenant I'hypothese de récurren@€>a) pour obtenir :

detM, -2 ,) = (-2(-1)""Q(2) + (-1 " (-a,) = (-1)"(2Q(2) + a,) = (-1)"P(2)

La propriété est donc vraie au rang

L’axiome de récurrence nous permet donc de conquesdletM, -zl ) =(-1)"P ).

b) SoitA une racine de P(X). D’aprés la question précédehést valeur propre de la matrice compaghion

D’aprés la question 1) b)) appartient a la réeunion des disqu2sde centre O et de rayapégal a la somme
des coefficients de la i-ieme ligne de la mathite.

Clairementr, =|a,| etr, =1+|a,_,|pour2<i <n.

On en déduit donc qué appartient au disque fermé de rayon R égal au mawrioes nombres
|a| etl+|a_|, 1<i<n.
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