
Partie I : 
 

1) Le premier de changement de couleur a lieu au plus tôt au second tirage donc X prend ses valeurs dans 
N\{0 ;1}. 

 

2) ∈∀k  N\{0 ;1}, )( kX = signifie que le premier changement de couleur a eu lieu au k-ième tirage.  

Avant le k-ième tirage, les boules avaient toutes la même couleur : rouge, blanche ou verte. 
 

On a donc : I I I II I U I I UII )...()...()...()( 121121121 kkkkkk VVVVRRRRBBBBkX −−−==  

Les trois évènements entre parenthèses étant incompatibles, on en déduit que : 

I I I I III I I )...()...()...()( 121121121 kkkkkk VVVVPRRRRPBBBBPkXP −−− ++== . 

 

De plus, la formule des probabilités composées nous donne : 
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On obtient un résultat similaire pour les boules rouges et vertes.  

On a donc ∈∀k  N\{0 ;1}, 111 )1()1()1()( −−− −+−+−== kkk vvrrbbkXP . 

 

3) La variable aléatoire X admet une espérance si la série ∑
≥

=
2

)(
k

kXkP converge absolument. 

Tous les termes étant positif, cela revient à étudier la convergence. 
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  (La convergence est 

due au fait que 1,1 << rb et 1<v ) 

 

Après quelques calculs et simplifications, on obtient 2
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Partie II : 
 

1) On a 
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2) f est susceptible de posséder un extremum local sur ] [ ] [1;01;0 ×  si 0),( =
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On a :  
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] [ ] [,1;01;0),( ×∈∀ yx on a ,01 >− x 01 >− y et 0>+ yx . Le sytème équivaut donc à : 
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L’unique point I de ] [ ] [1;01;0 ×  en lequel f est susceptible d’admettre un extremum local est )
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3) On a : 

- 
332

2

)(

2

)1(

2
),(

yxx
yx

x

f
r

+
+

−
=

∂
∂=  

- 
3

2

)(

2
),(

yx
yx

xy

f
s

+
=

∂∂
∂=  

- 
332

2

)(

2

)1(

2
),(

yxy
yx

y

f
t

+
+

−
=

∂
∂= . 

 

En )
3

1
;

3

1
(I , on a 

2

27=r , 
4

27=s  et 
2

27=t . 

Ainsi, 0)
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(2722 >−=− srt donc f admet un extremum local en I. 

De plus, 0>r donc il s’agit d’un minimum local. 

 

4) a) Comme ,1 rbv +=− on a 2),()( −= rbfXE  

 

b) )(XE est minimale lorsque 
3

1=== vrb . C’est donc là qu’on aura « en moyenne » le plus tôt le premier 

changement de couleur. 

 



Partie III : 
 

1) 
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2) • g est positive sur R 

• g est continue par morceaux sur R 

• ∫ ∫
+∞

∞−

∞+
===

2
1

3

11
)(

α
α

α
dtdttg

t
  

g est donc bien une densité de probabilité. 
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On en déduit que 
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4) a) Z prend ses valeurs dans N\{0 ;1}. 
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b) Pour 
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Ainsi, dans ce cas, X et Z ont la même loi de probabilité. 

 

 

 
 
 

 

 


