Exercice 1 :

-\ 3 N .
Résoudre dans C(:Z_!j +(Z_!j +(Z__j+1zo
Z+i Z+i Z+i

Exercice 2 :

Résoudre dans Ce?” =1+i4/3

Exercice 3 :

Calculer pour tounONet toutxOR, S, = cosfx)et T, = sin(k)
k=0 k=0

Exercice 4 :

CalculerC, = cosi + ka)et S, = > sin(x+ka)
k=0 k=0

Exercice 5 :

Montrer que 1+ cos(zl) + cos&) +..+ COS(M) =0
n n n

Exercice 6 :

COS@X) ‘ot cosfx)

CalculerOnON,n>2ettoutxJR/cosk)# 0S, =2+
cos (X) cos'(X)

Exercice 7 :

atb | i i .
Calculer le module et I'argument de= ,ol a=€"etb=e” aveca et S réels.

1-ab
Exercice 8 :

Soit Gréel, 0< < net z=-sin(26) + 2i cos” @ ). Déterminer les module et argument de z. Détenmépour
gue z et z-1 aient le méme module.

Exercice 9 :

Etant donnéz0C\{2i}, on considérez = Z+2|, .
z-2i

1) Déterminer 'ensembléE,) des images des nombres z tels que Z soit réel.
2) Déterminer 'ensembléE,) des images des nombres z tels que Z soit imagipaire

3) Déterminer 'ensembléE, des images des nombres z tels que ﬂzepbur argument.
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—1 _ =4
On poseZ =2 et on utilise le fait qué+Z+2722+7°= 12
Z+I 1-Z

Il faut donc résoudr&* =1. On en déduit les différents cas :

(Z=1 est impossible ici).

*Z=-1=2z=0
*Z=i=>z=-1
*Z=-i=>z=1
L’ensemble des solutions est doSe {- 10}

En posant z=x+iy, on 8*e?’ =1+i/3=2e3 .

On obtient don@™ =2et 2y = g[Ziﬂ c'est-a-direz {InTZ +i n(% +n),n0 Z}

Si x n'est pas congru a 0 modu?a , on a:
i(n+1)x Sin((n +1)X)

n ) _ Al (n+h)x 2
Z,=8S,+iT, =Y (@) =18 =€ 2
=0 1-e ez sing)
En séparant partie réelle et imaginaire, on a :
y sin((n+1)x) N sin((n +1)x)
S =cos()— 2 etT =sin(X)— 2 "
27 sing 27 sindh
2 2

Si x est congru a 0 modul®z , on aS, =n+ BtT, =0

Si a n'est pas congru a 0 moduln , ona:

n n
Cn +iSn :zel(x+ka) :e|x2(ela)k
k=0 k=0

sV sind™ D9
L’exercice précédent nous don@e +iS, =e”e 2 —czr —e 2 627
sin(— sin(—
(2) (2)
En séparant partie réelle et imaginaire, on a :
sind1* 99, sind* D9,
C,= cos(x+—)—2et S, = sin(x+—)—2
sin) 27 sin®)
2 2
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Si a est congru a 0 moduldn , on a:
C, +iS, =(n+1e* d'ou C, =(n+1)cosxet S, =(n+1)sinx

ig i2(n—1)71
C'est la partie réelle del+e " +...+e " =—"_-—=0.

Notre somme est donc la partie réelle du complexgiiCest...0 !

cosx . Ccos@x) . cos(x)
cos x cos(x)  cos'(X)
* Si x est congru a 0 moduld , alorsS, =n+ 1

Ona§, =1+

* Si x est congru &amodulo 272, alorscos® x = cos(px) = (-1) " donc tous les termes de la somme valent
encoreletS =n+ 1

iX

* Sinon on pose =

et commesinx# 0,onaz #1.

COs X
. n K 1_ Zn+1 .
S, est la partie réelle dgz = 1 . On a alors 'égalité :
= -z
1-z"  cog"t x — ' (M 1 cos™ x-cosp +1)x—isin(n+1)x .y sin(n+1)x
= ——X——— = - @ ) . (+1) .Sa partie réelle es&; =¥
1-2 COSX —E€ cos" x —isinxcos" x sinxcos" x

Z aun sens powab # ,Honc lorsquer + S n’est pas un multiple d&7n . On écrit :

a+ﬁ aﬁ [J’a 0/+/J’
a+b=€"+ef=¢ 2 (e 2 +e 2 )=2e 2 cos(a—)

a+,8 _atB a+ﬂ a+ﬂ +,8
Aussi,1-ab=e 2 (e ° —-e 2 )=-2ie 2 sin(

).
+b cos(a—)

. a
En effectuant le rapport, on en déduit que =i
PP R a+ ,6’)

sin(——

On az=2icosf(cosd +isind ). Pourd = E z=0. Dans la suite, on prenﬂ#E Al vient pour
n n n n
0< 6?<E,|z|:2005¢9et argz:E+6?et pourE<6?s 7T,|2 = —2cosfet argz:—5+6.
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z et z-1 ont méme module zz=(z-1)(z-1),soit z+z =1, ou encore- 2sin2d =1,ce qui, avec

OSHSndOI‘lneH:mou 3:7_”

12

1)Z=Zselit(z+i)(z+2)=(z-i)(z-2i),z# 2i soit z+ 2= 0,z # 2i ,c’est-a-dire z imaginaire pur différent
de 2i. L'ensemblgE,) est donc I'axe des ordonneées, sauf le point (0,2).

2)Z+Z =0selit(z+i)(z+2)+(z-i)(z-2i) =0,z # 2i,soit 2zz—4+i(z—Z) = 0,z # 2i c'est-a-dire
x*+y?-y-2=0,(x,y) # (0,2),0u encore x* + (y—%)2 :%,(x, y) # (0.2).

(E,) estdonc le cercle C de centte= (0,%) , de rayong privé du pointB = (0,2

3)argZ :géquivaut aReZ= @tImz>0

(z+i)(Z+2i) _ x*+y®-y—-2+3ix

-2  |z-2f
(E,) est donc caractérisé paf + y> —y—-2=etOx > 0. C'est donc la partie de C constituée des points
d’abscisses strictement positives.

OnaZ-=
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