Exercice 1 :

Pour toutx D Ret toutnON", montrer les relations :
a) 0<E(nX)—nE(x)<n-1

b) E(% E(nx)) = E(X)
Exercice 2 :

Etant donné x réel, étudier la suite de terme gehér = izz E(kx),n=>1
n" =1

Exercice 3 :
f X x+1
1) Montrer que pour tout X reeIE(E) + E(T) = E(X)

& o n+2¢ . ]
2) En déduirelim Z E(W) ou n est en entier naturel donné.
p‘>+ook:0

Exercice 4 :

n-1
Pour toutxJ Ret toutnON", montrer que) | E(x+5) = E(nx)
k=0 n

Exercice 5 :

Calculerlirq(x+ E(X))

Exercice 6 :

Etudier la continuité ex, D Rde f : x - E(X) ++/Xx—E(X)

Exercice 7 :
: . X_,b . b_ x
Soienta>0et b > 0. Calculerlim—E(—) et lim—E(-)
x-0g "X x-0x ‘a

Exercice 8 :

Etudier la fonction f : x - xE(E) (On fera I'étude sur R)
X
Exercice 9 : (CAPES 2002)

Montrer queE(—>) = E(1 EC)),x0OR,a et b dansN’
ab b "a
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a) On aE(x) < x<E(x)+1 donc nE(X) < nx<nE(x)+n

Aussi, E(nx) < nx < E(nx) + 1donc E(nx) < nE(X) +n.
On a ausshE(x) < E(nx) + doncnE(X) < E(nx)

On en déduit donc que< E(nx) —nE(X) <n=0< E(nX) -nE(X) <n-1

b) De la premiére inégalité, on en déduit Que—~ E(nx) — E(x) <1- = d'otl E(x) € - E(nx) < E(x) +1-+
n n n n

En prenant la partie entiere dans cette égaliténoteduit le résultat.

Sachant quéxx —1< E(kx) < kx, on obtlenILZk— <u séZk En utilisant le fait que
n

2
k=1 k=1

i
n
Zk n(n Y onendedU|tqut-:L(l+—)—1 <u §(1+%)

— n
k=1 n

X
Par passage a la limite et en appliquant le théeas gendarmes, on en déduit qmu =5

— o0

1) Posonsm=E X )Onadonmm<x<n+1l

: . : X 1 1 x+1
Si n est pair, alors n=2p. On obtient dop&E < p+5, p+§ST < p+ldoncona:

E(E)_D’E(T)_pet E(E)+E( 2) 2p=E(x)

+
Si n est impair, alors n=2p+1. On obtient dqme:% < g <p+lp+ls< le < p+gdonc ona:

X X+1 X X+1
E(=)=p,E(——)=p+letE(=)+E(—)=2p+1=E(X
(2) p, E( > )=p (2) ( > )=2p (X)
k -k
2) D’aprés 1), on EE(nLZ1 )= E(nz +1): E(n27) - E(n2"®**Y). On en déduit que

:ZE(”ZJ;EK) ZE( ) - ZE(2k+l) ZE( ) - ZE( ). Par télescopage, on obient :

k=0 k=0 k=0
n
Up = E(n) - E( p+1) =Nn- E(F) .
A partir d’un certain rangp,, on a2”* >n doncu, =n. Ainsi, la suite(u,) est constante a partir dget on a
imu, =n
p -+ p
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n-1
Considérons la fonctiorf : R — R tel que f(t) = z E(ﬂ)
n

k=0

Soitt [0 [0]. PourO<k<n-1, on aE(ﬂ) =0donc f(t)=0
n

n-1 n
Pour tout réel tf (t+1) = > ECF 2Ky = S ECTK) ivient t 41 = £ 1) + E(%+1) - E(%) = ft)+1.
k=0 n k=1 n

De ces 2 résultats, on en déduit que pour tout ré¢)=E(t). Il reste a appliquer ce résultatas pour obtenir
le résultat annoncé.

OnaE(X)= 0si0sx<letE(x)=1sil<sx<2donc f(x)=xsi0Osx<let f(X)=x+1sil<sx<2.

On en déduit donc que f n"admet pas de limite efolitefois, f admet une limite & gauche égale tuhe
limite a droite égale a 2.

f est bien définie car sur K= E x(.)

Si x, OR\Z, il existe un intervalld =]x, —a; X, +a he contenant aucun entier relatif. Sur |, la fancpartie
entiére est constante. Elle est donc continug,eet on en déduit que de méme f est continug,epar
composeée de fonctions continues.

Six,=n0Z,onaf(n)=n+vn-n=n.De plus,limE(x)=n- kBt limE(x)=n,ona:

lim f(x) =n-1+,n-(n-1) =net lim f(x) =n++n-n=n

Donc f est continue er, LI R.

En utilisant le fait quex—1< E(X) < X, on a pour touk [] R*,9—1< E(E) < b et en multipliant cette inégalité
X X" X

X -
par —, on distingue 2 cas :
a

six>0 5P < Xe®) < XN RoXy XD
a X a X a X a a a X a
-six<0,§(9—l)>§E(E)2§ 93(9—1)>1E(9)29
a X a X a X a a a X a

R.Flawret



On en déduit qudim X E(2) = lim Xe®) =2
x-0a X x-0"a X a

Pour la seconde limite, on remarque que poi0; a, E(—) =0. On a donclirgE E(
De méme, poux O[-a;]], E(ﬁ) =-1.0na donclirgﬁ
a X

X =o.
X a
EE(E):+00

X a

1

Ona{n0O N*,i<xs—:> E(l):n
n X

n-1 1

X——

On a donc poufinON",—— < x< == f(xX) =nx. La fonction f est donc continue er:\{
n
. 1 :
limf(x)=f(=)=1et limf(x) =
xo n L

—} etona:
NJ wone
——=1-=. Pourx == fest continue a gauche.

n n

Du faut quelnON",—— < x< == f(X) =nx, on en déduit queinON",— < f(x) < 1.
n

n
n+1
Comme n tend vers l'infini lorsque x tend vers 0 yaleurs supérieurs, onlanf (x) = etlon peut prolonger f
~0*
par continuité en posant f(0)=1. L’étude Rir est analogue. Voici la fonction f :

=
"
_—
il
——
s — -
|'=' i i i

0,5 5
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E(X)

Ny

B _x E(9+1
b b b

Il suffit de montrer qued(x,b) DRx N, E(%) = E( ).

E(X) < x<E(X)+1= E(%) <

Il suffit de montrer queE(Xg 1 < E(Eéx)) +1 (1) pour conclure.
E(X)
b

CommebE(%) +betE(x) sont entiers, on bE(%) +b > E(x) +1puis le résultat annoncé.

@) - E(x)+1< bE(%)m.OrbE(%wwb( ~1) +b=E(x).
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