1) (a) SiF(X) =G(X)H(X) avecG(X),H(X) DZ[X], alors le produit des coefficients dominants det Ge
H vaut 1.

Ces coefficients sont donc tous deux égaux a 1-u a

Quitte a changeG(X par —G(X ) et H(X )par —H (X ), on peut alors supposer que G et H sont unitaires.

CommeF(a) = Qon a, par exemplé&(a) = .0

Or degG < degF et par I'hypothese de minimalité dlegF , on adegG = degF doncG = F et F est
irréductible dani[x].

(b) On aCont(F) = Tar F est unitaire donE (X e}t irréductible dan@[x].

Ainsi, F(X)est un polyndme unitaire irréductible @X] qui s'annule enr . Il est donc égal arr(a Q, X).

2) On vient de voir que st est entier suZ, alorsirr(a Q, X) O Z[X].

Inversement, si un nombre complexeest tel quelrr(a @, X) O Z[X], alorsa est zéro du polynéme unitaire
Irr (a, @, X) a coefficients danZ, donca est entier suz par définition.

3) Sid n'est pas un carré parfait, alafs 0Q donca O Q.
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Aussi, on ag? =
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a est donc racine du polyndni¢X) = X? - . Le polynébme minimal der surQ est de degre 2

(puisquea O Q et divisef (X ). Il est donc égal &(X .)

Par 2),a est entier SUZ si et seulement sgl_Td) [0Z, ce qui équivaut a dire que= ][4]



