
1) Puisque )(Zϕ est un sous-anneau de A qui est un anneau intègre, )(Zϕ est un anneau intègre donc 

Zn
ZZ
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≈)(ϕ  . On en déduit que ZnA  est un idéal premier de Z et donc An  est un nombre premier.   

 

2) Z
Z
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22 × est un anneau non intègre de caractéristique 2. 

 

3) On a les propriétés : 1)1( =F et ( ) )()()( yFxFyxxyxyF ppp === , ( ) 2, Ayx ∈∀ . 
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, on en déduit que )()()( yFxFyxyxF pp +=+=+ . 

F est donc un homomorphisme d’anneau. 
 

Si An  n’est pas premier, c’est faux. Contre exemple : 4,4 == nZ
ZA . On a 211 44 =+ et 016)11( 4 ==+ . 

4) a) Puisque Afoϕ  est un homomorphisme d’anneau unitaire de Z dans B, on sait que AB foϕϕ = . Puisque 

AA Kern ϕ∈ , on a BA Kern ϕ∈ et donc Bn divise An . 
 
Supposons f injective. On a donc ( ) 0)(0)(0)( =⇔=⇔=⇔∈ xxfxKerx BAAA ϕϕϕϕ donc BA KerKer ϕϕ =  

et donc Bn = An . 
 
b) Si A est un corps, tout homomorphisme d’anneau de A dans B est injectif. En effet, fKer est un idéal d’un 

corps. C’est donc { }0  ou A. Or ( ) BAf 11 =  donc Af ≠Ker . On en conclut que { }0f =Ker . 
 
5) a) On observe que ( ) ( ) ( ))(),(1,11,1)1()( mmmmmmm BABABABABA ϕϕϕϕ ==== ×× . On en déduit que 

I I ZnnppcmZnZnKerKerKer BABABABA ),(===× ϕϕϕ . 

 

b) Si 1),gcd( =nmp , on applique 5)a) avec nZ
ZA = et mZ

ZB = . On sait que nnA = et mnB = donc 

nmmnppcmn BA ==× ),( . 
 

                                                                                BA×ϕ~  est injectif.  Or mnZ
Z  et mZ

Z
nZ

Z ×  sont de même                          

                                                                                cardinal mn donc BA×ϕ~ est bijective. 


