1) Puisqueg(Z) est un sous-anneau de A qui est un anneau int@(f¢ est un anneau intégre donc
P(2) = % 7 On en déduit que,Z est un idéal premier de Z et dong est un nombre premier.
A

Z Z . N ya .
2) /ZZ x /22 est un anneau non intégre de caractéristique 2.

3) On a les propriétéd=(1) = el F(xy) = (xy)® = xPy® = F(x)F(y),0(x, y)O A%

p-1
Aussi, F(x+y) = (x+ y)p =xP +Z(E]Xp—kyk +yP .
k=1

Puisque p divis{E),DkD N1<k< p- Jonendéduitqu&E(x+y)=x"+y? =F(X)+F(y .)

F est donc un homomorphisme d’anneau.

Si n, n'est pas premier, c’est faux. Contre exemple= %Z ,n=4.0nal*+1*=2et (1+1)*=16=0.

4) a) Puisquefog, est un homomorphisme d’anneau unitaire de Z das Bait quep, = fog,. Puisque
n, OKerg,, on an, OKerg,et doncngdivise n,.

Supposons f injective. On a domclKerg, « ¢,(x) =0 < f(#,(x))=0 < @,(x) =0doncKerg, = Kerg,
et doncng=n,.

b) Si A est un corps, tout homomorphisme d’anneai dans B est injectif. En effeKer f est un idéal d’'un
corps. C'est don§0} ou A. Or f(1,)=1, doncKer f # A . On en conclut qu&er f ={0}.

5) a) On observe qug,., (M) = mg,., @) =m(1, 1) = (mL,, ml;) = (¢, (m),d; (M)). On en déduit que
Ker g, = Kerg,[\Kergy =n,Z(ngZ = ppem(n,,ng)Z.

b) Si pgcd(m,n) = 1, on applique 5)a) aveA = %Z etB= Z/mZ On sait quen, = net n;, = mdonc

Nag = PPCM(N, M) = nm.

P »e €St injectif. OrZAan et %sz/mz sont de méme

cardinal mn dogc,; est bijective.

K?Ahb l’/ - * WZ.



