Partie |

1) Supposons que le prodyp, cpnverge. On @n=2U :ﬁ. Comme le produif{p, Yonverge, onen
pn—l
déduit qu'il existel # 0/ lim p, =1 . Ainsi, limU_ = lim Poog
n- +oo n - +oo n- +oo pn—l

On en déduit que si le prodyip, cpnverge, alordimU, =1.

n - +oo

2) On a1+£:p—+1 ‘'ou pn:2><§><...><n+1
p p 1 2 n

Ainsi, lim p, = lim n+1=+co

n- +oo n - +oo

3)Onap, = cosg) X...X cos%) X cos%) donc p, sin(z—i) = cosg) X...X cos%) X cos%) xsin(%).

n+1.

. a
. sin@2x) _ . , a . _ SinG
On applique la formulez— = cos(x) sin(x) pour obtemrcos?) xsm(;). = 5

sm(
On a doncp, sin(i) = cosg) X,..X cos(zn_l) X

)
n-1
2" et on réitére la formule pour finalement obtenir :

sm(a)

. .a
P, sm(?) = . Pour étre totalement clean, il faudrait faire jolie récurrence que je vous laisse le soin

de faire.

) . L a . .a
a n’étant pas un multiple de, on en déduit quezT n’en est pas un non plus. On a dam(?) £0.

sin(a)

-
2" sin(—
(2,,)

Par suite,p, =
. a
sinGy) _a _ sin(x) _ n

. Or lim — =0et lim———= =1, on en déduit qudim 2 sm( -)=a.

nﬂ+oo2 X-0 X N +oo

Ona?2" sin(Z%) =a

2n

Partiell

1) (a) PuisqugU , gonverge vers 1,0n a par définition de la limite :
Oe>0,n, ON/OnON,n=n, = U, -1<e.

L L - 1
Comme|Un —]j <€ = 1-¢£<U_ <1l+¢&, on en déduit le résultat voulu en chomssantz par exemple.

ny-1
(b) Supposons qués, sdit convergente. Onldn=n, p, = l_l o |_| u, . Par definition,(U ;) ne s’annule
~ P=ng

jamais doncA#0.
n In( |‘| up) > in(up)
Aussi, On=n, |_| u,=e " =e"m =e%.

pP=ng

La convergence déS, @t la continuité de I'exponentielle nous assure (o}, )est convergente, de limite non



nulle (carA% 0).
Réciproquement, supposons que le pro¢ipjt soi} convergent. Soitd R’ sa limite.

ng-1

Onalnz=n,,p, = l_l
p:

=A#0

|_|u donch>no,ﬁu P

p=ng pP=ng A

En composant avec In, on obtiddh>n,, S, = In(%) .

Commel # Oet In est continue eF|1A- >0, on en déduit qudim S, = In(l—A) :

n - +oo

L’équivalence est ainsi démontrée.

n — +oo

no-1 lim S,
On obtient de plus {im p, :[rlupje"”‘” :
p:

()

2) (a) La fonction f définie suR, par f (x) = est décroissante s[g+o (faire une étude de fonction

classique pour s’en convaincre).
Soit p= 3.Commeex< 3, f est décroissante siip; p+ .1]

In(x) _ In(p)
% - p

00y [ 10(B) - ),
PP p

On en déduit donc quex [ p;

puis par intégrationj

(b) La question précédente nous permet d’écrire ;

In(2 &I In(2) & el
On>3S, = n;)+z n(p) n;)+sz @dx.

p3

Ainsi, S, 2 M@ L Linz gy - L2 g
2 2 2
Par passage a la limite dans I'égalité précédenten deduit quéS, dliverge.

1 In(p)

On a\/_ p? =e P donc lim \/_ 1. Les hypotheses de la question 1 s’appliqguene®déduit que le

p- too

produit (p,, ) diverge.

Partielll

1) (a) On utilise la stricte concavité de la foantf définie surR, par f (x) =In(1+ x).
La tangente &, en x=0 a pour équation y=x d’ou le résultat.

(b) S,,,-S,, =V, =0donc(S, )est croissante.

(c) Supposons qués', gonverge. PuisquéS', ept en plus croissante, on en déduit qu’elle eginda
Ainsi, (M OR/OnON,S, <M . (p,)est une suite de termes strictements positifs. De

plus,OnON’ % =1+v,,, =1. On en déduit quép, @st croissante.



En utilisant la question 1)a), on @nCON",In(p,) = > InA+v,) <> v <M.

p=1 p=1
Ainsi, OnON", p, <e".
On en déduit quép, ¢st croissante et majorée : elle converge.

2) (S, ) est croissante. Elle est donc soit majorée, seérgente verst oo .
Supposons qu’elle soit majorée. Elle est donc cayerde.

n

D’apres la question précédente, on en déduit gpeolguit l_l (L+—) est convergent ce qui est absurde d’apres
p= P

la question 2 de la premiére partie.

Ainsi, (S, )diverge.

3) (a) Supposona=1. On a alorsdp=1,1+a* = 2donc la suite(L+a* ) ne converge pas vers 1.
D’aprés la question 1 de la premiere partie, odéduit que se> lalors le produif p,, Xiverge.

(b) i) CommeaD]O;J[, on en déduit qudima" = dbnc lim1+a* =1

n — +oo P - +oo

n

On se retrouve dans le cas de la question 1.flt sieihc de montrer la suitez a? ) est convergente .
p=1

Cette suite est clairement croissante. Con2he p, on en déduit qua®’ = a’d’ou

n n _ AN
ZaZPSZap:axl ac.a
p=1 p=1 l_a 1_a

n

La suite (Z a?" ) est donc croissante et majorée. Elle converge.iﬁéhaD]O;][, alors le produit
p=1

(p,) converge.

ii)Onap, =@+a®)x(@+a*)x..x(1+a* )donc 1-a%)p, = @-a?)A+a’)x(@+a*)x..x(1+a).
Or (1-a?)1+a%) =1-a* dou (1-a?)p, = (l-a*)x @+a*)x..x (L+a>") puis on réitére 'identité

2n+1

remarquable pour finalement obteifi-a*)p, =1-a

Par passage a la limite, comra@]o;][, on en deduit qudim p,, = -

—a



