Partiel :
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1) (@) i) On asing) =t -— + L +o(t®)donc— = =Tx—*
3 5 sint) t t t
1-— +0(t° )
6 12c
1 ) 1 1 t* 7t
En utilisant le fait que— =1+t +t* +o(t*), on en déduit que—— = =x (1+ —+——+0(t°)) .
1-t sint) t 6 360
.1 1 t 7t° . _ t  7td
Ainsi, = —— =—-——-——+0(t")). Commeg(0) = 0,on en déduit que(t) =———-——+0
{ sn®) 6 360 (") ¢(0) que(t) T (t*).

i) ¢ admet un développement limité a I'ordre 0 en Oe EBt donc continue en 0.

@ admet un développement limité a I'ordre 1 en Ce EBt donc dérivable en 0¢%(0) = —%.

(b) Clairement g est de class€ sur[ %T ’ﬂ\{o} D’aprés la question précédengeest continue et

dérivable en 0. Montrons QL¢3 est continue en 0.

o 1 cos¢)
DtD[ 2’ 2} {}¢(t)_ smz(t)'
On asin®(t) =t? (1— 5 +o(t )? =t* (- +o(t ).
t2
1--— +o0(t%) 2
Onen dedwtqueéo——2 22———><(1——+o(t )) d’ou %+L§O=—1+o(l).
sin®(t) t _t t? 6 t n-(t) 6

Ainsi Iti[rgqﬁ'(t) =-

t#0

= ¢'(0) donc ¢ ‘est continue en 0 d’ou le résultat.
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(c) On allt D[— 72T 7—27} \{0},(t) =1-tg(t). Cette égalité est trivialement vérifiée en 0 donc

Ot D[ 7 —} W) =1-t4(t).
On en déduit ques est C* su{—’—;;’—ﬂ ety (t) = —g(t) -td'(t) .
En particulier, pout =0, onag'(0)= Q

2) Une intégration par parties nous donne :

[_ g(t) cos(/]t)}ID +jb g'(t) cos(it) gt
A A

9@ +|g(b) +gjb|
A A

<|[° g(t)sin(At)dt‘ = g’ (t)|ct

a

Par passage a la limite, on en déduit le résuttaky
3) (a) i) La parité de la fonction cosinus nouspetrd’écrire :

S,(t) =1+ Zn:costt) + icostt) = Zn:costt) + icos@kt) = _Zn:costt)

Or cos@kt) = Re@™) dou S, (t) = Re(zn: e'?).



1 _ ei 2t(2n+1) —j2nt —it(2n+1)
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Le résultat en découle immédiatement.

i) Onas (0)=1+2> 1=1+2net S (m) =1+2) 1=1+2n
k=1 k=1

'@ sin(@2n + i)
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b) J, =|2S,(t)dt =|2|1+2 kt) |dt =—+2) |? kt)dt =—
() J, = 25,0 JO{+;cose )} > 22, [ cosek)
Partiell :

1) (a) ¢ étantC'sur [O;g} , la question 2 de la partie | nous donlire E¢(t)sin((2n +1t)dt =0

(b) On aw ~(2n+1)donc il n’y a pas de probleme en 0 au niveau d&rale.
Zsin((2n +1)t)
sin(t)

D’aprés la question précédente, on en déduitlqud , = —

n- +oo

Onal, jo )S|n((2n +1)t)dt + j = jg¢(t)sin((2n +D)t)dt +’—27

sin(t

sin(t)

2) (a) i) f se prolonge par continuité en 0 en po$) = lcar ——= 01

i)Onal, Izwdt En posanu = (2n+1t, on obtientl , J;fzn l)ZL(u)du F((2n +1)%T) .

(b) i) Sixzﬁ,alorsl(zx—l)zo.Soitn:E(l(Ex—l))zo.Onaalorsnsl(gx—l)<n+1puis le
2 2 2 2

résultat en effectuant quelques calculs.

X sin(t X -
i J- sint) ., J- [sing)]| ()| J~ Edtsj' 1 e -Xx"a(
a(x  t ax) t a() t a9 g (X) a(x)
Or x—a(x) < netx-n<a(x)dou 0< jx sin) dt| < T
ag X—=1r

Par passage a la limite lorsque x tend vess, on obtient le résultat voulu.

(c)Onal< %dt

F(x)—7—27‘ <|F(x) - F(a ()| +

Fa(x) —g‘ =f

+ F(G(X))-L;‘

Du fait quel , = F(a(x ))et par passage a la limite lorsque x tend vexs, on obtientlim F(x) :g

X — +oo

3) (a) Une intégration par parties nous donne :

. y
jysm(t) al = {_ cos([)} 'Jy coit) " S|cos(><) ~ COS(y)|+ J-yc0§¢) dt‘ S|cos(x) _ COS(y)|+ J-y 12 S R O O
x ot t ], =t | x y | ot | x y | Pt X y Xy
d’'ou le résultat.
. ysint)
(b) Soitx>0.0y > x,|F(y) - F(x)| = J' dt| < =. En faisant tendre y versco , on obtient :
x

Ox >0, —F(x)|s§



Partielll :

1) (a) Une double intégration par parties nous dann

fon(at + &%) cosft)dt = n—lz((—l)n (a+2B8m)-a).

o+ 28 = 0 a=-1
a et sont solutions du probleme lorsqu lg=1 1
o
(b) Ok O[[Ln]], J’ (at + A?)coskt)dt = —d ou J' (at+ )Zcosﬂ(t)dt = knlk—lz.

On en déduit qug(on(m + %)+ ZZCOSM))dt = IO (at + A?)dt +ZZF
Ainsi, j (at + A?)S, (—)dt = ai ”3 Z

. n ;72
On en déduit qued — - | (at+ A?)S (=)dt =—
q Zk [« ﬁt)n(z) ;

(c) On Ot JJ0; 771, h(t) = 21,[/(%)(0/ + &) .y se prolongeant par continuité en une fonction deselC*sur [0; 7],

on en déduit le résultat.

T lrat+ g 1. T lem o 1
2) On au, | sm(i) sm((n+2)t)dt- c +2jo h(t)sm((n+2)t)dt
2

h étanC'sur [0; 72 Jet en utilisant le résultat de la question 2 pdrtam en déduit par passage a la limite que

n- +oo

: o
limu, =—
6

(b) Onau, =)’ ! +> =t +v_ doncv, —3u”.
= (2k)* = (2k +1) T4 4

n - +oco

Ainsi, imv, == —
8

Remargue ce sont des résultats classiques que I'on peil¢tfiaent retrouver grace aux séries de Fourier.



