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1) Un petit calcul nous donng, ,, —U =
22n+1)(n+1)

> 0.0n en déduit donc qu@J,, e$t croissante.

. : . .. . 1 1
(U,) étant croissante et positive, on a donc la ma@rauivant :U, < nx N = re
n+n

(U,) est donc croissante et majorée. Elle converge.

2) C’est une inégalité classique. 2 méthodes sosgiples. Une longue et peu formatrice a savdindié de
fonctions. L'autre est plus intéressante.

Nous allons utiliser le théoreme des accroissenfaniss
La fonction logarithme népérien est continue swloRc aussi suirx; x +1] et est dérivable suix; x+ 1]

EbD]x;x+]{/In(x+1)—In(x)IE(x+1—x):l,
C
or cOJx x+1] donc—— <1< 1
x+1 ¢ x

On en déduit donc qurei—1 <In(x+1)-In(x) < 1 puis le résultat demandé en appliquant I'inégadur x=n.
X X

3) De l'inégalité précédente, on peut en déduit&queiTl <In(n+k+1) -In(n+k) <
n

n+k
. n n n n 1
D’ou <> Y Inn+k+D) - > In(n+k) <
;n+ 1 z( ) Z( ) kZ:;‘n+k
n n+l n
Ona 1. 1 Z st —fn(l)—i+ o
~n+k+1 n+k & n+ n+1 2n+1 n+l 2n+1

Aussi, Z|n(n+ Kk + Zm(n +Kk) =In(2n+1) -In(n+1) = In(2n++11)
pe=} =} n

On en déduit donc qué, (1) —i+ ! (2n +1

+1 2n +1 n+

=@

, 2n+ o . . G .
Comme lim In( +11) =In(2), on en déduit par passage a la limite dans l'ilégarécédente le résultat voulu.
n- +oo n

n n-1
f |n (X) — an+k—l - anxk'
k=1 k=0

n

- X

*Six#1, f'n(x)=x“><1
*Six=1 f' (x)=1+...+1=n

nfois

n-1
2) X"+ XA+ X+ A X)) =X X XX LX) = XY X = (X)
k=0
3) « Si n est pair, alord ", (x) = X" (@L+ X)L+ x* +...+ x"?).
>0

>0
n n+k 2n 2n
Onaf, (x)= z:+k+m et f (x)~x

.On en déduit qudim f_(x) = lim f_(X) = +co



_\n+l _q\n+2 _1\2n-1 _1\2n _ _
Aussi, fn(—l):( Y +( Y +...+( D +( D = 1 + 1 +... 1 +i doncf,(-)< Q
n+1 n+2 2n-1 2n n+l n+2 3 2n-1 2n
%f—/

<0
Nous obtenons donc le tableau de variation suivant:

Clairement, I'équationf (x) = &dmet 2 solutions.
1-x"

* Sin est impair, on utilise le fait quE, (x) = x" x .
- X

<0

Le signe def ', dépend donc de celui de x. On en déduit dondleaa de variation suivant:

L’équationf, (x) = @&dmet donc une seule solution.

1) On a0< x<1doncOk O[Ln-1],0< x* < 1 On en déduit donc ques 1+ X +...+ X" < nd’ou

X" < X"+ x4+ X" < nx".

f'a(x)

2) Clairementx>1=1+x+...+ X"* >2n. Onadonx" @+ Xx+...+ X"*) = nx" d’ou f' (x)=nx"

Commef, (0) = Q on peut écrire f_(x) = j f' (t)ct .
0

» Si x =1, alors d’aprés la partie A, onlam f_ (1) =In(2)

n+l

. (X x . X
*Si0<x<1l,alorsona I’megallte.[é) t"dt< f (X) < J.O nt"dt d’ou "
n

Par passage a la limite dans I'inégalité, on euttiégie limf_(x) =0
n- 400

*Si x>1, alorson a :f (x) 2 J.Oxnt”dt dou f (x)= %x“*l.
n

Par passage a la limite, on en déduit djuef  (X) = +oo

n- +oo

< f ()< x™,
1 n+1



1) OnaS', (x) = Zn:x" 1

p=1

o] n n n-1 n-1
X ,XO[01] doncS', (X) :i(z xP =" x??) :i(xzxp = x> x%P)
X 1_ X p=1 p=1 1_ X p=0 p=0

1-x" & 1-x*" 1-x*" o e
X et ZXZP = X2 = X d’ou le résultat apres simplification.
1-x 0= 1-x L-x)(1+x)

n-1
Or > x" =
p=0

n tn Xn+1

F e b o - -
0 (1-t)*@+t) o @1-x)* (n+D(L-x)?

2)t<x= (1-1)? = (1-x)?.0n a dond0 <

Par passage a la limite, on en déduit le résuttaliv

rt(l_tn)(l_tn+l)dt zjxt —tM g2 g2

3) Commes, (0) = Opnas, () = 'S, (t)dt = [ L-1)*@+t) ° (@L-1)°@+t)

1 n+2 2n+2
t t

2 dt- [’ tﬂ; dt— [t [t
-9°@d+y L A-° A+ L A-H A+ O A-) @A+t

On en déduit qué, (X) = J:

La question précédente permet de conclure kmeS, (x) = joxmdt

L . iz : . 1 1
4) C’est une décomposition en éléments simplesigas. On trouvea=-=,b = E'C = T

N

S S Y b
@L-1)°@+t) 4 [1+x 2(x-1)

5) A partir de la décomposition, on en déduit dim S, (x) = LX —%.



